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1 EINLEITUNG 2

1 Einleitung

In einer sehr diinnen Atmosphére (Knudsen-Gas ') ist die Wechselwirkungsener-
gie (=potentielle Energie) zwischen den Teilsystemen Planet und Knudsen-Gas
von gleicher Groflenordnung wie die thermische Energie des Knudsen-Gases und,
da sich die Molekiile im Knudsen-Gas praktisch nur auf Wurfparabeln bewegen,
ist die Atmosphére nicht in unabhéngige Teilsysteme zerlegbar.

Eine Konsequenz hieraus ist, dal das Knudsen-Gas keine maxwellsche Geschwin-
digkeitsverteilung besitzt, denn wenn man z. B. die Geschwindigkeitsverteilung
der Gasatome mifit, die senkrecht vom Boden starten, also senkrecht in einem
Detektor in der Hohe h ankommen, so ist deren Geschwindigkeitsquadrat durch
den freien Fall verringert um 2-¢g-h. Hierdurch ist die Geschwindigkeitsverteilung
zu niedrigeren Geschwindigkeiten verschoben und zwar nichtthermisch, d. h. sie
ist durch den freien Fall keine maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung mehr.
Hinzu kommt durch die Verschiebung zu kleineren Geschwindigkeiten auch ei-
ne niedrigere Gas-Temperatur, da die Temperatur proportional dem mittleren
Geschwindigkeitsquadrat ist.

In der vorliegenden Arbeit wird deshalb zunéchst die Hohenabhéngigkeit der
Geschwindigkeitswahrscheinlichkeitsdichte des Knudsen-Gases auch fiir andere
Winkel berechnet. Hieraus ergeben sich dann, durch Integration iiber den Pha-
senraum, sowohl die Dichte als auch die Temperatur in der Héhe h. Die Ergebnisse
werden anschliefend mit den Ergebnissen von Monte-Carlo-Simulationen vergli-
chen.

Der Einfachheit halber wird meist nur ein Knudsen-Gas betrachtet, das aus sepa-
raten Atomen besteht, denn fiir Knudsen-Gase aus Molekiilen ergibt sich nichts
wesentlich neues.

ID. h. die Gas-Atome stoBen mit den Kammer-Winden, inklusive Boden und Decke, viel
hiufiger als gegeneinander.
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2 Hauptteil

2.1 Kinetische Gas-Theorie des Knudsen-Gases

2.1.1 Die Ho6henabhingigkeit der Geschwindigkeitswahrscheinlich-
keitsdichte

Der Einfachheit halber wird ein einatomiges Knudsen-Gas in einer wiirfelférmi-
gen Kammer der Kantenldnge a in einem homogenen Kraftfeld mit der fiir alle
Molekiile gleichen Beschleunigung g betrachtet (s. Abb.1).
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Abb. 1: Knudsen-Gas in einer wiirfelférmigen Kammer

Die vertikalen Wénde und die Decke sind nicht wérmeleitend und der Boden hat
durch das unter der Kammer liegende Wérme-Reservoir die Temperatur T. Der
Boden und die Decke reflektieren die auftreffenden Gas-Atome diffus, d. h. win-
kelunabhéngig. Die vertikalen Winde reflektieren die auftreffenden Gas-Atome
spiegelnd (elastisch) und haben dadurch keinen Einflufl auf die Temperatur- und
Dichte-Verteilung in dem Gas.

Der Boden und die nach auflen isolierte Decke der Kammer befinden sich daher
im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht mit dem Gas, haben also die Tem-
peratur, die das Gas dort jeweils hat.

Dieses Modell ist realistisch, da beispielsweise Hg-Atome von Glaswéinden diffus
und von glatten Steinsalzoberflichen spiegelnd reflektiert werden [Heise-63].

Die Gasatome bewegen sich zwischen Boden und Decke nur auf Wurfparabeln.
Deshalb hat ein vom Boden mit der Geschwindigkeit vy gestartetes Atom in der

Hohe h die Geschwindigkeit v = y/v3 —2-g-h .
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Aufgelost nach der Geschwindigkeit am Boden erhélt man vy = \/v?2+2-¢g- h.
Fiir ein Gas, das am Boden (h=0) die maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung
besitzt, folgt hieraus eine durch den freien Fall der Gasatome modifizierte Ge-
schwindigkeitsverteilung in der Hohe h:

4 m 3 9 _ w242.9-0)-m dUyg
@(Uah)—ﬁ<2.k.T> '(U +2-g-h)-e 2~k-T_%

wobei der letzte Faktor, die Funktionaldeterminante von v, gleich 2 -v - 1/(2 -
V2 +2-g-h) ist.

Diese ist aber noch nicht die Geschwindigkeitswahrscheinlichkeitsdichte in der
Hohe h, denn es fehlen noch die Winkel- und volle Hohenabhéngigkeit sowie die
Normierung.

(1)

Im allgemeinen Fall des schiefen Wurfs mufl noch beriicksichtigt werden, dafl

nur Molekiile mit?
VG

>
v = cos(0)

2)

die Hohe h erreichen konnen. Dies erreicht man mit dem Faktor © <%'(ge)
Hierdurch wird die Geschwindigkeitswahrscheinlichkeitsdichte in der Hohe h

zunachst zu:

909(7]7 h) =

4 m Z ., _ 2429 h)m 2-9-h v
NG (5g) (@ rzghye (” Vcos(ev I ) Vi 2.gh
(3)
Die Heaviside-Funktion kann noch weiter zu © (v —V2-g-h- tan(@)) verein-
facht werden und taucht in den folgenden Integralen nur als untere Integrations-
grenze auf.

Durch Normierung erhélt man schliefllich die normierte Geschwindigkeitswahr-
scheinlichkeitsdichte in der Hohe h:

909(1)7 h)

= po(v, )N (4)

2
0

Bei der Integration iiber die geographische Breite wurde beriicksichtigt, daf} es
sich um eine Integration in Kugelkoordinaten handelt und daher die Funktional-
determinante gleich sin(#) ist. Allgemein kommt hier noch die Winkelabhéngig-
keit der vom Boden startenden Gasatome hinzu.

o\%

/ 0o (v, h) - sin(6)dvdddy
0

29 =geographische Breite, Winkel der Wurfparabel-Tangente am Boden zur Vertikalen; ¢
ist die geographische Lange.
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Durch die Verschiebung zu niedrigeren Geschwindigkeiten und die Theta-
Funktion ergibt sich also eine ganz andere Geschwindigkeitswahrscheinlichkeits-
dichte als die maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung.

Welche Konsequenzen dies hat, wird in den néchsten Kapiteln untersucht.
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2.1.2 Die Knudsen-Gas-Dichte

2.1.2.1 Berechnung der Dichte fiir eine Wurfparabel

Die vertikale Wahrscheinlichkeits-Dichte von einem Atom auf einer Wurfparabel
mit der maximalen Hohe M ist gleich der Zeit, die es in einer Hohe zwischen h
und h+dz verbringt, also

di(hy 1 1
dz (b)) fag(M — ) 8

Diese Dichte hat die Dimension s/m. Die Teilchendichte ergibt sich hieraus durch
Multiplikation mit s.

Z\

h+dz-|
h -

Abb. 2: Raum-Zeit-Diagramm zur Gasdichte in der Hohe h.

Hierbei ist die maximale Hohe

M g _ vg - cos(6)?

2.g 2.9
Bei dieser Hohe hat die Dichte eine Singularitéit, die verschwindet, wenn man die
heisenbergsche Unschérfe beriicksichtigt oder nur endliche Volumina betrachtet.
In x- und y-Richtung gilt gleiches, aber mit konstanter Geschwindigkeit, folglich
konstanter Dichte, und ist daher trivial.

(6)

2.1.2.2 Berechnung der Knudsen-Gas-Dichte

Die Knudsen-Gas-Diche ergibt sich durch Integration iiber die Wurfparabeln, auf
denen sich die Atome im Knudsen-Gas bewegen. Da die Dichte fiir eine Wurfpa-
rabel im vorigen Kapitel berechnet wurde, bleibt noch die normierte Integration
tiber alle Wurfparabeln (=Integration iiber den Phasenraum).
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In einem Ensemble von Wurfparabeln und im thermischen Gleichgewicht ist der
Beitrag einer Wurfparabel proportional der Wurfparabel-Dichte (Gl. 5) und deren
Entstehungs-Wahrscheinlichkeit (nach der maxwellschen Geschwindigkeitsvertei-
lung).

Die Gas-Dichte ist also das Integral iiber die Phasenraumwahrscheinlichkeitsdich-
te o(z,y, 2, Dy, Py P2) = po(v, z) y mal der Wahrscheinlichkeitsdichte in der Hohe
z=h. Nach der Gleichung 5 und der maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung
(GL 13 mit v = v(h = 0) = vy, da am Boden gestartet wird) erhélt man also fiir
die Dichte:

4 m 3 9 _nm 1 .
ﬁ(z-k-T)/ [ e 'z.g(M—h)'Smw)'dUO'de

4 5 v2 -g-h)-m
i) ] e
0 2-g-h-tan(0)
1 v

V2 g =) V2 g h

-sin(0) - dv -do  (7)

Da der Integrand unabhéngig von ¢ ist und nur die relative Dichte interessiert,
wurden der Einfachheit halber sowohl die Integration {iber ¢ als auch die Nor-
mierung weggelassen.

Die Substitution
(v*+2-g-h)-cos()?

= =M 0
vereinfacht Gleichung 7 zu:

4 \/’ 32 0. e s v

f(z J- T> // cos@) AT Sul0)-dM b (9)

Das Ergebnis der Rechnung ist die relative vertikale Dichte:

o(h) = =55 _ 1 (—mk' ?T'h> (10)

Hierin ist £ die Integralexponential-Funktion. Hierdurch ist die Abweichung der
Dichte von der barometrischen Hohenformel auch bei geringen Hohen sehr deut-
lich, denn sie hat bei h = 0 m eine logarithmische Singularitét.
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Diese Singularitit verschwindet, wenn man die van der-Waals-Wechselwirkung
zwischen den Gas-Atomen und dem Boden beriicksichtigt, denn auf den Wurf-
parabeln, die nahezu parallel zum Boden verlaufen (d. h. § ~ %) ist die van-
der-Waals-Kraft groflier als m - g, so dafl es fiir die vorausgesetzten Wurfparabeln
einen Maximal-Winkel 6,,,, von etwas weniger als 7/2 gibt. Eine endliche Ober-
flachen-Rauhigkeit des Bodens wirkt sich ebenfalls so aus. Festzuhalten bleibt
aber, dass trotzdem die Dichte im Knudsen-Gas schneller abfillt, als nach der

barometrischen Hohenformel zu erwarten wére.

Hieraus folgt auch, dass die mittlere potentielle Energie eines Knudsen-Gas-
Atoms kleiner als % ist. Dies ergibt sich auch schon aus dem Energiesatz, denn
auf den Wurfparabeln ist die Summe aus kinetischer Energie in vertikaler Rich-
tung und die potentielle Energie im Mittel gleich % Da aber die beiden Energien
grofler als null sind, sind beide zwangslaufig kleiner als %T (Dreiecks-Ungleichung).
Da der Freiheitsgrad Hohe z nur linear und nicht quadratisch in die Hamilton-
Funktion eingeht, ist dies nicht im Widerspruch zum Gleichverteilungssatz (der
ohnehin nur in der klassischen statistischen Mechanik gilt).

2.1.2.3 Mogliche Messung der Knudsen-Gas-Dichte

Die Dichte kann direkt nur mit der Messung der Anzahl der Atome in einem
Volumen in der Hohe h bestimmt werden. Da aber das Knudsen-Gas aufgrund
der geringen Dichte nur sehr schwach Licht, Elektronen-Strahlen usw. streut, ist
es mit Streu- oder Absorptions-Messungen kaum moglich, die Dichte zu messen.
Dabher ist es fiir eine Messung der Dichte zweckmiissig, die Strahlung von einem
stark radioaktiven Knudsen-Gas, beispielsweise Radon, in Abhéngigkeit von der
Hohe h zu messen, denn die Aktivitdt ist proportional der Dichte.
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2.1.3 Die Knudsen-Gas-Temperatur

Die Temperatur eines einatomigen Knudsen-Gases ist nach der kinetischen Gas-
Theorie die mittlere kinetische Energie der gegen das Thermometer stoflenden
Gas-Atome mal 1/2k, also ([Reif-87)):

m - v?

T:
4-k

(11)

Bei mehratomigen Knudsen-Gasen miissen noch die Vibrations- und Rotations-
Freiheitsgrade beriicksichtigt werden.

Wird die Temperatur nicht aus dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat eines
Gasstroms sondern eines Ensemble ermittelt, so ist die Temperatur [Kuch-89]:

m-v

3-k

Es ergibt sich hierbei ein Unterschied von 3/4, der dadurch entsteht, daf§ die
Gasstomdichte gleich Gasdichte * Geschwindigkeit (=v) ist. Hierdurch ist die
Geschwindigkeitsverteilung des Gasstroms, der gegen ein Thermometer stoft,
die maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung mal v (und einer Normierungs-

Konstanten [Miller-55]).

Da praktisch alle Gas-Temperaturmessverfahren nur das mittlere Geschwindig-
keitsquadrat der gegen ein Thermometer stoflenden Gasatome messen, wird im
Folgenden nur davon ausgegangen, also nur die erste der beiden Formeln verwen-
det.

T —

(12)
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2.1.3.1 Berechnung der Knudsen-Gas-Temperatur

Die Knudsen-Gas-Temperatur ergibt sich durch Integration iiber die Wurfpara-
beln, auf denen sich die Atome im Knudsen-Gas bewegen. Hierbei ist jeweils in
Gleichung 11 fiir das mittlere Geschwindigkeits-Quadrat das Geschwindigkeits-
Quadrat der Wurfparabel in der Hohe h einzusetzen.

In einem Ensemble von Wurfparabeln und im thermischen Gleichgewicht ist der
Beitrag einer Wurfparabel proportional deren Entstehungs-Wahrscheinlichkeit
(nach der maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung).

Somit bleibt noch die normierte Integration iiber alle Wurfparabeln (=Integrati-
on iiber den Phasenraum).

Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass die Temperatur nicht einfach eine Eigenschaft
des Ensembles ist, sondern eine Eigenschaft der vom Boden gegen das Thermo-
meter stoenden Gas-Atome, also des Gas-Flusses, der das Thermometer trifft.
Deshalb ist hier statt der einfachen die modifizierte maxwellsche Geschwindig-
keitsverteilung zu verwenden, also statt

4 m 3 _o2m
= (gp) et 1)
ist
m \2 v2m
Som( ) 2 (k T) . U3 e 2kT (14)

zu verwenden [Miller-55].

Der Grund dafiir, dass also die Atome zwar am Boden die maxwellsche Geschwin-
digkeitsverteilung haben, aber der vom Boden emittierte Gasstrom die modifi-
zierte maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung hat, ist das die Stomdichte gleich
Dichte * Geschwindigkeit (= vg) ist (siehe auch [Reif-87]).

Hierdurch enthélt die modifizierte maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung, ver-
glichen mit der einfachen maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung, zusétzlich
den Faktor v und, wegen der Normierung, einen anderen Vorfaktor.

Damit ist die Gas-Temperatur ist also das Integral iiber die Phasenraumwahr-
scheinlichkeitsdichte o, (2, ¥y, 2, Dy, Dy, P2) = om(v, 2)n (nach Gl. 4 und 14) mal
der Einzel-Temperatur in der Hoéhe z=h (Gl. 11), also:

_2 2T

-2 T

[e.e]

/ 2 gV, h) - sin(9) - dv - df - dp (15)
\/2-g-h-tan(6)

o\\
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Die Substitution
(v +2-g-h)cos()?

=M 1
- (16)
vereinfacht Gleichung 15 zu:
[e'e] 7T/2 2 M) kjlyf m(;;)Q
e cos
/ / = ( o7 sin(6) - dM - df 2 .
m . . g .
i 7 ST ik (17)

ik o
2 choa(B)2
/ / - o ~sin(6) - dM - df
A COS

Das Ergebnis der Rechnung ist:
T 3-vVm-g-h-k-T-m- erfc(w/%gTh>e”Lg:rh -8 k-T—2-m-g-h

4 \/m-g-h-k-T-W-erfc<\/"}fTh)enngh—2 k-T
-h

T(h) =

2-m-g
18
Tk (18)
Dieser Temperatur-Verteilung in einem Xenon-Knudsen-Gas bei einer Boden-
Temperatur von 293 K zeigt Abb. 3.
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Abb. 3: Die Temperatur in Kelvin von Xenon-Knudsen-Gas auf der Erde bei einer
Boden-Temperatur von 293 K iiber die Hohe h in m aufgetragen.

Da die Parameter m, g und h alle nur multiplikativ in die Gleichung eingehen,
ergibt sich fiir alle einatomigen Gase qualitativ derselbe Kurvenverlauf; insheson-
dere ist die Hohe des Maximums fiir eine gegebene Boden-Temperatur T immer
dieselbe und der Grenzwert fiir m - g - h gegen unendlich ist T.
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Anzumerken bleibt noch, daf3 hier zwei gegenteilige Effekte auftreten:

Der erste Effekt ist, dafl nur die schnellen Atome mit vy > gg)h die Decke er-
reichen, also nur heifles Gas.

Der zweite Effekt ist, dafl durch die Schwerkraft die Gas-Atome auf dem Weg zur
Decke langsamer werden und damit an der Decke kélter als am Boden sind.
Insgesamt erreicht also heifles abgekiihltes Gas die Decke, so dafl ohne die obi-
ge genaue Rechnung nicht klar ist, ob die Decke im thermischen Gleichgewicht
kélter oder warmer als der Boden ist.

Durch das Liouville-Theorem ist bekannt, dal das Phasenraumvolumen des Ga-
ses, das vom Boden aufsteigt und die Decke erreicht, konstant ist. Da dieses
Gas die Decke mit geringerer Teilchen-Dichte erreicht, folgt aus dem Liouville-
Theorem eine héhere Impuls-Dichte dieses Gases an der Decke, aber da der Impuls
durch den Aufstieg verringert wurde und zudem nur der relativ energiereiche Teil
des Gases die Decke erreicht, hilft dies nicht einmal bei der Abschéatzung, ob die
Decke im thermischen Gleichgewicht wéarmer oder kélter als der Boden ist.

Die beiden gegenteiligen Effekte erklaren aber, wieso die Temperatur zunéchst
ansteigt um nach einem Maximum wieder abzufallen.

2.1.3.2 Mogliche Messung der Knudsen-Gas-Temperatur

Da die Warmeleitfihigkeit des Knudsen-Gases sehr gering ist, muf ein Versuchs-
Aufbau nach Abb. 4 vor allem gegen &duflere Temperaturgradienten sehr gut
isoliert werden und auflerdem miissen in der Decke und im Boden hochgenaue
Temperatur-Sensoren verwendet werden, die einen Leistungsverbrauch von ma-
ximal 1 gW haben, damit die Sensoren nicht nur ihre Eigenerwérmung messen.
Deshalb wurden hier in Abb. 4 Temperatur-Mequarze an der Boden- und der
Decken-Platte eingezeichnet. Die Resonanzfrequenz dieser Quarze ist proportio-
nal der Temperatur. Aulerdem sollten Boden und Decke einen kleinen Emis-
sionsgrad haben (z. B. durch glatte und vergoldete Oberflichen), da sonst die
Wiérmeleitung durch thermische Strahlung stéirker werden kann als die Warme-
leitung durch das Knudsen-Gas. In dem Versuchs-Aufbau wurden die Wéande an
Boden- und Decken-Platte weggelassen, da eine Verunreinigung des Feinvakuums
von ca. 1Pa am einfachsten durch einen sehr kleinen Edelgasstrom verhindert
werden kann.

Die Wirmeleitungsleistung zwischen zwei parallelen Platten mit der Grundfléche
a ist im Knudsen-Gas [Heise-63]:

a.n.m.E S —
Ptherm: T (C%_C%) (19)

Durch Einsetzen der Temperaturen 7" und 7'(h) sowie der mittleren freien
Weglidnge A = 1/(v/2-n - 7 - d?) nach [Ber-74] erhilt man also:
. 3.a-k'5-\JT(R)+ T
e e 2 m e A d2

h) =T) (20)
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Abb. 4: Aufbau zur Messung der Knudsen-Gas-Temperatur.

Hierin ist d der Atom-Durchmesser und psj,er, ist die Warmeleistung, mit welcher
der Boden eine gleich warme Decke aufheizt.

Beispielsweise liefert Xenon bei h = 1 ecm, A =2 cm, T = 293 K, a = 1 m?
und g = 9,81 m/ s?2 nur Piperm = 5, 1uW. Durch diese kleine Leistung kann sich
die berechnete Temperaturdifferenz T'(h) — T von 0,149 K zwischen Boden- und
Decke erst in einigen Minuten einstellen.

Die Deckenplatte ist deshalb durch mehrere Lagen Aluminium-Folie und
Glasseide-Gewebe (sogenannte Superisolation, s. [Kohlrausch-86]) nach oben iso-
liert und steht auf drei bis vier kleinen und schlecht wirmeleitenden Stiitzen (z.
B. 0,4 mm-Edelstahl-Kaniilen).

Die Temperaturmessung erfolgt durch das Messen der Frequenz der beiden Oszil-
latoren, an welche die Quarze angeschlossen sind. Zur Erhéhung der Temperatur-
Auflésung ist es sinnvoll die beiden Frequenzen mit einer Referenzfrequenz zu
mischen und nur die Differenzfrequenzen zu messen. Da ein Frequenzzihler nur
den Betrag der Differenzfrequenzen anzeigt, mufl die Referenz-Frequenz aber im-
mer etwas kleiner oder grofler als die beiden Quarz-Frequenzen sein. Ansonsten
wiirde man nur Betrdge von Temperaturdifferenzen und nicht Temperaturdiffe-
renzen messen.
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2.2 Die Hohenabhingigkeit der Temperatur-Strahlung
nach der allgemeinen Relativitidtstheorie

Da der Streuquerschnitt fiir die Photon-Photon-Streuung bekanntlich ver-
nachlédssigbar klein ist, ist auch das Photonen-Gas ein Knudsen-Gas im weiteren
Sinn.

Deshalb erhélt man fiir die Energiefliisse zwischen zwei horizontalen Ebenen,
mit dem Emissionsgrad ¢, im homogenen Gravitationsfeld, durch die thermische
Strahlung das Energieflu-Diagramm in Abb. 5

Decke, T(h)

p2 ‘v, lezn
Boden, T

Abb. 5: Die Energie-Fliisse durch thermische Strahlung zwischen zwei parallelen
Ebenen im homogenen Gravitationsfeld.

Die Photonen bewegen sich auf Nullgeodéten [Stephani-91]

A2t dx? da?
= I 21
d)\2 D AN d) (21)
mit 108 g
X X
PN AN 22)

Diese sind im Gravitationsfeld eines kugelférmigen Sterns nahezu Hyperbeln
[Duschek-65], folglich im homogenen Gravitationsfeld nahezu Wurfparabeln, und
weisen, im Gegensatz zu den Wurfparabeln von Atomen, keine Energie-Dispersion
auf. Fiir die erste Ndherung wird deshalb im Folgenden mit Wurfparabel (mit
v=c) gerechnet.

Durch die fehlende Energie-Dispersion erreichen, unabhéngig von der Wel-
lenldnge, vom Boden nur die Photonen die Decke, fiir die gilt v, = ¢ - cos©® >
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V2gh, also fiir diejenigen, bei denen der Winkel zwischen der Wurfparabeltan-
gente am Boden und der Vertikalen kleiner als

arccos 2 fz h (23)
ist.
Der Boden strahlt je Fldcheneinheit mit der Leistungsdichte
pp=o0-e-T* (24)
Die Decke stahlt analog mit der Leistungsdichte
p=oc-e-T(h)?! (25)

Um die Rechnungen zu vereinfachen und nicht noch Mehrfachreflexionen bertick-
sichtigen zu miissen, ist ab hier € von Boden und Decke gleich eins.

Dadurch, dafl nicht alle vom Boden abgestrahlten Photonen die Decke erreichen,
kehrt ein Teil der vom Boden abgestrahlten Leistungsdichte,

w/2 /2

2
1 . :
Py =~ 0/ / po - sin(#) - cos(0)dOdp = 2 / o - T* - sin(f) - cos(#)do

2:-g-h 2:g-h
arccos > arccos >
(& (&

direkt zum Boden zuriick. Hierdurch kommt weniger Leistungsdichte an der Decke
an.

Der Faktor sin(f) ist die Funktionaldeterminante in Kugelkoordinaten und der
Faktor 2 - cos(0) ist die Lichtstéirkeverteilung (geméfl dem 2. Lambertschen Kosi-
nusgesetz).

Die vom Boden mit einer Leistungsdichte pyr — por abgestrahlten Photonen errei-
chen die Decke mit einer Rotverschiebung von

11

/1 + 2-5;-h q
Die Photonen-Energie ist daher an der Decke 1/qg-tel der Photonen-Energie am
Boden. Die Leistungsdichte an der Decke wird daher allein durch die Rotverschie-
bung auf 1/q-tel reduziert.
Diese Rotverschiebung ist beispielsweise als Rotverschiebung der Spektrallinien
von Sternen bekannt [Ber-78].

Hierdurch ist die Strahlung des Bodens an der Decke zudem nicht mehr thermisch,
also nicht geméf der Plankschen Strahlungsformel.

(27)
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Neben der Rotverschiebung ist auch die Zeitdilatation zu berticksichtigen, denn
bekanntlich geht eine Uhr auf einem Berg geht schneller als eine im Tal. Die
Zeitdilatation ist an der Decke um den Faktor

11
i+t a
kleiner als am Boden. Die Anzahl der Photonen je Zeiteinheit, welche die Decke
erreichen, ist daher nur an der Decke nur 1/qg-tel der Anzahl der Photonen, die je

Zeiteinheit vom Boden zur Decke starten. Die Leistungsdichte an der Decke wird
daher allein durch die Zeitdilatation auf 1/qg-tel reduziert.

(28)

Es gibt also insgesamt drei Effekte, die schon einzeln bewirken, dafl weniger Lei-
stungsdichte (als o - T*) die Decke erreicht. Damit ist klar, dass die Decke im
thermischen Gleichgewicht kéilter ist als der Boden und es bleibt noch die Be-
rechnung der Decken-Temperatur iiber die Bilanzgleichung fiir die Decke.

Es ergibt sich folgende Bilanz-Gleichung fiir die Decke:

D1 = py (29)
also

2:g-h
2

2 * . sin(f) - cos =0 *
= O/ o - T* - sin(f) - cos()db T(h) (30)

arccos

Nach Einsetzen von q und Auflésen nach T(h) erhélt man:

2-g-h
arccos —02—

/ sin(8) - cos(8)dd (31)

* 2

=T\ 15z

Fir T=293K, g = 9,81 m/s? und h=1 m ergibt sich eine Temperaturdifferenz
von nur 1,6- 107 K.

Der berechnete Effekt ist also auf der Erde praktisch unmefibar klein, aber auf
Neutronen-Stern-Oberflichen bewirkt er eine Ewédrmung allein schon durch die
kosmische Hintergrundstahlung, die um so stérker ist, je ndher die Sternoberfléiche
dem Schwarzschild-Radius kommt.

Zudem ist bei der Temperaturmessung an kompakten Sternen zu beriicksichtigen,
dass deren Strahlung durch die Zeitdilatation, die Rotverschiebung und die auf
den Stern zuriickfallenden Photonen nichtthermisch ist und dies um so stérker,
je dichter die Sternoberfliche am Schwarzschild-Radius ist.
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3 Messungen am Modell-System

3.0.1 Bestimmung der Hohenabhingigkeit der Dichte im einatomigen
Gas durch Monte-Carlo-Simulation mit Stéf3en

Hauptsichlich zur Uberpriifung der berechneten Knudsen-Gas-Dichte wurde die
Dichte auch mittels Monte-Carlo-Simulation mit elastischen StoBen von Kugeln
ermittelt. Zudem wurde die Dichte fiir den Fall untersucht, in dem die Stofle zwi-
schen den Gas-Atomen nicht mehr vernachlassigbar sind.

Das Ergebnis der Simulationen ist eine Bestétigung von Formel 10 fiir das
Knudsen-Gas.

Fiir Gase mit hdufigen Stoen zwischen den Gasatomen ergibt die Simulation eine
Dichte, die sich mit zunehmender Stof3-Anzahl der barometrischen Hohenformel
annéhert.

3.0.2 Bestimmung der Hohenabhingigkeit der Temperatur im einato-
migen Gas durch Monte-Carlo-Simulation mit St6f3en

Hauptséchlich zur Uberpriifung der berechneten Knudsen-Gas-Temperatur wur-
de die Dichte auch mittels Monte-Carlo-Simulation mit elastischen Stéflen von
Kugeln ermittelt. Zudem wurde die Temperatur fiir den Fall untersucht, in dem
die StoBe zwischen den Gas-Atomen nicht mehr vernachléssigbar sind.

Das Ergebnis der Simulationen ist eine Bestétigung von Formel 18 fiir das
Knudsen-Gas.

Fir Gase mit haufigen Stoflen zwischen den Gasatomen ergibt die Simulation
eine Temperatur, die sich mit zunehmender Sto-Anzahl der Boden-Temperatur
annahert.

Da die Gas-Wiérmeleitfihigkeit bei kleinen Driicken proportional der Gas-Dichte
und bei mittleren bis hohen Driicken konstant ist, gibt es deshalb ein Maxi-
mum der thermische Leistung des Gases (WarmefluB vom Boden zur Decke
mal (T'(h) —T) ) bei gleicher Boden- und Decken-Temperatur oder konstanter
kleiner Temperaturdifferenz. Wie beim Radiometereffekt [Heise-63] ist der Ef-
fekt (Warmeleitungsleistung im Gleichgewicht) maximal, wenn die mittlere freie
Wegliange ungefiahr gleich dem Abstand h von Boden- und Decken-Platte ist.
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4 Zusammenfassung und Awusblick

Wie die analytischen Rechnungen und auch die Simulationen zeigen, bewirkt ein
Schwerefeld in einem Knudsen-Gas im thermischen Gleichgewicht eine stérker als
exponentiell mit der Hohe abnehmende Dichte und eine hthenabhéngige Tempe-
ratur.

Dies ist theoretisch nichts aulergewohnliches, da ein Knudsen-Gas im Schwerefeld
nicht in unabhéngige Teilsysteme zerlegbar ist und daher nicht mit kanonischen
Gesamtheiten beschrieben werden kann (siehe [Brenig-92] S. 10).

Praktisch sind diese Ergebnisse aber auflergewohnlich, denn die Zerlegbarkeit in
unabhéngige Teilsysteme ist eine notwendige Voraussetzung fiir die Additivitét
der Teil-Energien und -Entropien und damit eine der notwendigen Voraussetzun-
gen fiir das gibbsche Postulat und den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
(siche [Brenig-92] Kapitel 10.2).

Aus diesem Grund sind die Ergebnisse dieser Arbeit, beispielsweise die
hohenabhéngige Temperatur im Knudsen-Gas, nicht im Widerspruch zum zwei-
ten Hauptsatz, sondern sie zeigen nur, dafl bei fehlenden Voraussetzungen Verein-
fachungen wie die Beschreibung mit kanonischen Gesamtheiten oder dem zweiten
Hauptsatz bei nicht separablen Systemen im allgemeinen nicht anwendbar sind.

Wichtig ist die bei den Berechnungen vorausgesetzte isotrope Emission der Gas-
Atome vom Boden, denn im allgemeinen emittiert der Boden komplizierter, mit
einer richtungsabhéngigen Intensitit. Theoretisch ist von einer rauhen Oberfliche
zu erwarten, dass sie nach dem zweiten Lambertschen Kosinusgesetz emittiert,
also mit kosinusformiger Intensitdt und richtungsunabhéngiger Stromdichte, so
wie es in dieser Arbeit in den Rechnungen mit dem Photonengas steht. Dies wird
auch in guter Naherung beobachtet, beispielsweise bei Stickstoff-Molekiilstrahlen,
die auf Metall- oder Glas-Oberflichen treffen [Hur-57]. Allerdings gilt dies nur in
guter Naherung und nicht exakt. Zudem gibt es auch deutliche Abweichungen
hiervon, beispielsweise auf Kristall-Oberflachen, da sich dort die Interferenz der
Materie-Wellen (=Gas-Atome) bemerkbar macht [Liith-93].

Fiigt man diese kosinusférmige Richtungsabhéngikeit in die Formeln zur Berech-
nung der Dichte und der Temperatur im Knudsen-Gas ein, so ergeben sie diesel-
ben Resultate wie fiir dichtes Gas, also eine exponentiell mit der Hohe abneh-
mende Dichte und eine héhenunabédngige Gas-Temperatur. Da die Rechnungen
mit dem Photonengas diesen Faktor schon enthalten, &ndert sich dort nichts.
Da in dichten Gasen die Atome nach dem zweiten Lambertschen Kosinusgesetz
gegen eine Wand stoflen und auch der Gasaustausch zwischen verschiedenen Gas-
Schichten nach dem zweiten Lambertschen Kosinusgesetz erfolgt [Reif-87], waren
diese Ergebnisse zu vermuten gewesen.

Festzuhalten bleibt aber, daf§ durch einen Boden, der nicht exakt nach dem zwei-
ten Lambertschen Kosinusgesetz emittiert, im Knudsen-Gas dariiber die Tempe-
ratur hohenabhéngig ist und daf§ die Dichte nicht exponentiell abnimmt. Dasselbe
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gilt auch fiir ein nicht homogenes Beschleunigungsfeld, also auch fiir das Beispiel
mit einer diinnen Planeten-Atmosphére, die sich genaugenommen nicht in einem
homogenen sondern kugelsymmetrischen Feld befindet.

Durch diese beiden Effekte sind aber nur geringe Abweichungen von einer ex-
ponentiell mit der Hohe abnehmenden Dichte und einer hohenunabéngigen Gas-
Temperatur zu erwarten.

Bei den Rechnungen und Simulationen ist der Einfachheit halber bisher nur eine
einteilige ebene und zum Boden parallele Decke vorausgesetzt worden.

Mit anderen Voraussetzungen aber, also beispielsweise eine mehrteilige Decke,
bestehend aus konvexen und konkaven Flachen, kann man die Winkelverteilung
der gegen einen Decken-Teil stoflenden Atome allein durch die Form des ge-
nutzten Decken-Teils selektieren, da die Geschwindigkeitsverteilung (Gl. 4 bzw.
©g.m(v, 2)y nach Gl 4 und 14) ja sowohl winkel- als auch hohenabhéngig ist.
Ein Beispiel hierfiir ist eine von der Decke herabhéingende Kugel, die aufgrund
ihrer Form die Atome vom Boden nahezu isotrop, also ohne den aus dem zweiten
Lambertschen Kosinusgesetz folgenden Kosinus-Faktor empfiangt, selbst wenn der
Boden nach dem zweiten Lambertschen Kosinusgesetz emittiert.

Dies wird auch durch Simulationen bestétigt; d. h. fiir eine Kugel im Knudsen-
Gas iiber einem nach dem zweiten Lambertschen Kosinunsgesetz emittierenden
Boden, ergibt sich eine Temperatur nach Gleichung 18.

Theoretisch konnen also die berechneten und auch durch Simulationen bestétig-
ten Temperaturdifferenzen problemlos zur Umwandlung von Umgebungswérme
in andere Energieformen wie elektrischen Strom verwendet werden. Die berechne-
ten kleinen Wirmeleitungsleistungen und relativ kleinen Temperaturdifferenzen
im Knudsen-Gas und Photonen-Gas konnen aber technisch kaum verwendet wer-
den, da man auch mit groBeren Beschleunigungen, z. B. in Ultrazentrifugen, nur
geringe Leistungsdichten von wenigen Watt pro Kubikmeter erreichen kann.
Ein Ausweg sind hier andere Gase wie z. B. Elektronen-Gase in Halbleitern und
auch eine Miniaturisierung mit Parallel- und Reihen-Schaltung, denn ein relativ
diinnes Gas (mittlere freie Wegléinge < Kammer-Abmessungen) kann man nicht
nur durch Verringerung der Gas-Dichte sondern auch durch Verkleinerung der
Gas-Kammer erreichen und man kann viele Gas-Kammern nebeneinander und
aufeinander stapeln um so die Temperatur-Differenz und Leistung zu erhchen.

Anzumerken bleibt zum Schlufl noch, dass es auch andere Konstruktionen
gibt, die mit langreichweitigen Wechselwirkungen wie der Schwerkraft Um-
gebungswiarme in andere Energieformen oder Temperaturdifferenzen umsetzen
konnen.

Ein Beispiel hierfiir ist ein isoliertes vertikales Metall-Kabel in einem Plasma,
beispielsweise ein Kabel aus T'hOs-isoliertem Wolfram in Cs-Plasma bei 2000 bis
3000 K: Durch die Schwerkraft werden die frei beweglichen Elektronen im Metall
nach unten gezogen mit der Kraft m, - g. Im stationdren Gleichgewicht, ohne
Strom, entsteht hierdurch ein entgegengesetztes elektrisches Feld der Stérke £,
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das die Elektronen im Metall in der Schwebe hilt, d. h. m. - g = Ej - g.

Durch Messung dieses Feldes, an beschleunigten Leitern, bestimmten unter an-
derem C. R. Tolman und T. D. Steward 1916 die Elektronenmasse [Ber-71].

Ein solches Feld kann nicht im Plasma entstehen, da ein elektrisches Feld durch
die freie Beweglichkeit sowohl der negativen als auch der positiven Ionen sofort
abgebaut wird.

Ist nun das Metall-Kabel im Plasma an den Enden nicht isoliert, so bewirkt das
elektrische Feld im Kabel einen Elektronen-Strom vom unteren Kabel-Ende durch
das Plasma zum oberen Kabel-Ende. Der Strom dieses geschlossenen Stromkreises
kann vom Kabel abgegriffen werden und, wie jeder andere Strom, einen elektri-
schen Verbraucher versorgen.

Allerdings ist dies technisch nur schwer machbar, da durch die Schwerkraft auf der
Erdoberflache in Metallen eine Feldstidrke von nur E, = g - m./q. = 55,8 pV/m
erzeugt wird.

Selbst viele solcher Spannungsquellen in Reihe zu schalten wire kein Ausweg,
da durch die niedrige Feldstérke sehr groflen Leitungsldngen und damit auch ein
hoher Innenwiderstand nétig ist. Durch den hohen Innenwiderstand kénnen aber
nur sehr kleine elektrische Leistungen erreicht werden.
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